
STAT0008: Stochastic Processes

Lecture 2 - Poisson Processes

Lecturer: Weichen Zhao Spring 2025

Key concepts:

• Poisson 过程；

• 到达间隔；

• 到达时间。

2.1 Poisson 过程的定义

在实际生活中，我们会非常关心“等待”和“计数”这样的行为，比如我们在环球影城排

队游玩项目会想知道我们需要等待多久，一个商店也想搞清楚某段时间内来了多少客人。

Poisson过程刻画了人们“等待”和“计数”等行为中所蕴含随机性。Poisson 过程是最基

本也是最重要的一类连续时间参数随机过程。它是最典型的 Markov过程，Lévy过程；而

且还是一个半鞅。接下来先给出一些基本定义。

Definition 2.1 (计数过程) 如果随机过程 {N(t), t ≥ 0}表示时间段[0, t]内发生的某种事件

的总数，则称随机过程N(t)为计数过程(counting processes)。即计数过程必须满足：

(1) N(t) ≥ 0;

(2) N(t)是整数值；

(3) 如果s < t，那么N(s) ≤ N(t);

(4) 对于s < t，N(t)−N(s)表示从时刻s到时刻t之间发生的事件次数。
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一般地计数过程可能十分复杂，我们需要加上一些限制的条件，先介绍独立增量与平稳增

量。

Definition 2.2 对于连续时间的随机过程{Xt, t ∈ T}，若对任意t0 < t1 < t2 < · · · < tn, 随

机变量

X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), . . . , X(tn)−X(tn−1)

都是独立的，则称该过程为独独独立立立增增增量量量过过过程程程(independent increments)。

若X(t+ s)−X(t)对于一切t有相同的分布，则称为平平平稳稳稳增增增量量量过过过程程程(stationary increments)。

下面给出poisson过程的定义

Definition 2.3 (Poisson过程I) 若计数过程{N(t), t ≥ 0}满足：

(1) N(0) = 0;

(2) 具有独立增量；

(3)在长度为 t的任意区间中的事件数服从以 λt为均值的Poisson分布，即，对于任意s, t ≥
0，有

P{N(t+ s)−N(s) = n} = e−λt (λt)
n

n!
, n = 0, 1, . . .

则称为具具具有有有速速速率率率λ(λ > 0)的Poisson过程。

注. 条件(3)可以推出：

• Poisson过程具有平稳增量；(区间t内同分布)

• 注意到由平稳性

P{N(t) = n} = P{N(t)−N(0) = n}

= P{N(t+ s)−N(s) = n} = e−λt (λt)
n

n!
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所以 E[N(t)] = λt, 因此我们称

λ = E[N(t)]/t

为过程的速率(强度)。

然而条件(3)在实际中是很难验证的，所以我们有必要给出一个等价定义。

Definition 2.4 (Poisson过程II) 若计数过程{N(t), t ≥ 0}满足：

(1) N(0) = 0;

(2) 具有平稳增量和独立增量；

(3) P{N(h) = 1} = λh+ o(h)

(4) P{N(h) ≥ 2} = o(h)

则称为具具具有有有速速速率率率λ(λ > 0)的Poisson过程。

Theorem 2.5 Poisson 过程的两个定义是等价的。

Proof: 先证定义II推出定义I。定义

Pn(t) ≜ P{N(t) = n}

注意到

P{N(h) = 0} = 1− P{N (h) ⩾ 1}

= 1− P{N (h) = 1} − P{N (h) ⩾ 2}

= 1− λh+ o(h)

那么

P0(t+ h) = P{N(t+ h) = 0}

= P{N(t) = 0, N(t+ h)−N(t) = 0}

= P{N(t) = 0}P{N(t+ h)−N(t) = 0} (独立增量)

= P0(t)[1− λh+ o(h)],
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因此
P0(t+ h)− P0(t)

h
= −λP0(t) +

o(h)

h
.

令h → 0，我们得到微分方程
dP0(t)

dt
= −λP0(t)

等价于
1

P0(t)
dP0(t) = −λdt

两边积分，

logP0(t) = −λt+ C

其中C为某个常数，考虑初值条件P0(0) = P{N(0) = 0} = 1，有

P0(t) = e−λt.

类似地，对于n ≥ 1 有

Pn(t+ h) = P{N(t+ h) = n}

= P{N(t) = n,N(t+ h)−N(t) = 0}

+ P{N(t) = n− 1, N(t+ h)−N(t) = 1}

+ P{N(t+ h) = n,N(t+ h)−N(t) ≥ 2}

由定义II的条件，

Pn(t+ h) = Pn(t)P0(h) + Pn−1(t)P1(h) + o(h)

= (1− λh)Pn(t) + λhPn−1(t) + o(h)

于是
Pn(t+ h)− Pn(t)

h
= −λPn(t) + λPn−1(t) +

o(h)

h

令h → 0，我们得到微分方程

dPn(t)

dt
= −λPn(t) + λPn−1(t),

等价地，

eλt
dPn(t)

dt
+ λeλtPn(t) = λeλtPn−1(t)

即
d

dt
(eλtPn(t)) = λeλtPn−1(t)
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由于P0(t) = e−λt，于是
d

dt
(eλtP1(t)) = λ

可以用数学归纳法证明

Pn(t) = e−λt (λt)
n

n!

再证定义I推出定义II。由于对于任意s, t ≥ 0，有

P{N(t+ s)−N(s) = n} = e−λt (λt)
n

n!
, n = 0, 1, . . .

应用Taylor公式

P{N (h) = 1} =λhe−λh = λh (1− λh+ o (h))

=λh+ o (h) ,

P{N (h) ⩾ 2} = 1− P{N (h) = 0} − P{N (h) = 1}

= 1− e−λh − λhe−λh

= 1− [1− λh+ o (h)]− [λh+ o (h)]

= o (h)

注1. 当计数过程{N(t), t ≥ 0}满足定义II的条件时，可以通过二项分布的Poisson近似来证

明N(t)服从Poisson分布。

Proof: 对于给定t > 0，对区间(0, t]进行n等分，等分点为

tj =
jt

n
, j = 0, 1, · · · , n.

定义事件Yj ≜ N(tj−1, tj]表示第j个区间(tj−1, tj]中的事件数，则

Y1, . . . , Yn独立同分布，并且

P (Yj ⩾ 2) = o(tj − tj−1) = o(t/n),

pn ≜ P (Yj = 1) = λt/n+ o(t/n),

qn ≜ P (Yj = 0) = 1− P (Yj ⩾ 1) = 1− λt/n+ o(t/n).
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对非负整数k，定义事件

An ≜ {有 k 个Yj = 1, 其余的 Yj = 0; 1 ⩽ j ⩽ n}

Bn ≜ {
n∑

j=1

Yj = k,至少有一个Yj ⩾ 2},

则有Bn ⊂
n⋃

j=1

{Yj ⩾ 2}，且An ∩Bn = ∅，当n → ∞时，

P (Bn) ⩽ P

(
n⋃

j=1

{Yj ⩾ 2}

)
⩽ nP (Yj ⩾ 2) = no(t/n) → 0,

npn = n (λt/n+ o(t/n)) → λt, qn → 1,

qnn = (1− λt/n+ o(t/n))n =

(
1− λt

n

)n(
1 +

o(t/n)

1− λt/n

)n

→ e−λt,

所以

P (N(s, s+ t] = k) = P (N(0, t] = k) = P

{
n∑

j=1

Yj = k

}
= P (An ∪Bn)

= lim
n→∞

[P (An) + P (Bn)]

= lim
n→∞

P (An) = lim
n→∞

Ck
np

k
nq

n−k
n

= lim
n→∞

1

k!
[n(n− 1) · · · (n− k + 1)pkn] q

n−k
n

=
(λt)k

k!
e−λt.

注2. 用矩母函数证明，参见随机过程及其应用（第二版），陆大䋮，张颢 P76

2.2 到达间隔与等待时间的分布

我们除了关心一段时间内事件发生次数，也关心事件之间的时间间隔。

Definition 2.6 (到达间隔) 考虑一个Poisson过程，以X1记首个事件的到达时刻，对n ≥
1，以Xn记第n−1个和第n个事件之间的时间，序列{Xn, n ≥ 1}称为到达时间间隔序列(sequence

of interarrival times)
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Proposition 2.7 X1, X2, . . .是独立同分布的，具有均值1/λ的指数随机变量。

Proof: 先简单复习下指数随机变量。

称一个连续随机变量X服从参数为λ (λ > 0)指数分布，如果它的概率密度函数为

f(x) =

λe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

等价地，如果它的分布函数是

F (x) =

1− e−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

指数随机变量的均值和方差为

E[X] =
1

λ
, Var[X] =

1

λ2
.

指数随机变量的矩母函数为

E[etX ] =
∫ ∞

0

etxλe−λxdx =
λ

λ− t
.

指数随机变量具有无记忆性，即

P (X > s+ t|X > s) = P (X > t), ∀s, t ≥ 0.

下面证明命题。注意到：事件{X1 > t}发生，当且仅当Poisson过程在区间[0, t]中没有事件

发生，故而

P{X1 > t} = P{N(t) = 0} = e−λt.

因此，X1具有均值为1/λ的指数分布。下面考察X2的分布

P (X2 > t|X1 = s) =P ((s, s+ t]中0个事件|X1 = s)

=P ((s, s+ t]中0个事件) (独立增量性)

=P (N(t) = 0) = e−λt. (平稳增量性)

因此，X2与X1独立，且X2也为具有均值1/λ的指数随机变量。重复相同的论证即得命题。
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另一个有趣的量是第n个事件的到达时间，或者称为等待时间。

Definition 2.8 (等待时间) 定义Sn ≜
n∑

i=1

Xi，n ≥ 1，称为第n个事件的等待时间(waiting

time).

Proposition 2.9 第n个事件的等待时间Sn服从以n和λ为参数的Gamma分布，即它的概率

密度为

f(t) = λe−λt (λt)
n−1

(n− 1)!
, t ≥ 0

Proof: 我们已经清楚了时间区间内事件发生次数的分布服从泊松分布，事件到达间隔的

分布服从指数分布，我们可以通过这两个结果来推导等待时间的分布

1. 通过到达间隔Xi。

由于X1, X2, . . .是独立同分布的，且指数分布的矩母函数为

E[etXi ] =
λ

λ− t
.

所以等待时间Sn的矩母函数为

E[etSn ] = E[et
∑n

i=1 Xi ] =
n∏

i=1

E[etXi ] =

(
λ

λ− t

)n

.

故Sn服从以n和λ为参数的Gamma分布。

2. 通过时间区间[0, t]内事件发生次数N(t)。

注意到，第n个事件发生在时刻t或t之前，当且仅当直至时刻t已发生的事件数至少是n，即

N(t) ≥ n ⇔ Sn ≤ t.

因此，Sn的分布函数为

P{Sn ≤ t} = P{N(t) ≥ n} =
∞∑
j=n

e−λt (λt)
j

j!
,
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求导即得密度函数。

现在我们研究清楚了到达间隔和等待时间的分布，从而可以得到Poisson过程的另一个定

义。

Definition 2.10 (Poisson过程III) 设{Xn, n ≥ 1}是独立同分布的均值为1/λ的指数随机

变量序列，定义计数过程{N(t), t ≥ 0}，它的第n个事件在时刻

Sn = X1 + · · ·+Xn

发生，则N(t)称为一个速率为λ的Poisson过程。

2.3 到达时间的条件分布

接下来我们考虑，在已知一段时间里发生了几次事件的条件下，每个事件到达时间的条件

分布。先考虑一个最简单的情形。

Warm-up. 设{N(t), t ≥ 0}为一个Poisson过程，已知在时刻t前恰有一个事件发生，那么

该事件发生的时刻在[0, t]上的条件分布为

P{S1 < s | N(t) = 1}

=
P {X1 < s,N (t) = 1}

P {N (t) = 1}

=
P {在 [0, s)中有1个事件,在 [s, t)中有0个事件}

P {N (t) = 1}

=
P {在 [0, s)中有1个事件}P {在 [s, t)中有0个事件}

P {N (t) = 1}

=
λse−λse−λ(t−s)

λte−λt
=

s

t
.

这说明在时刻t前恰有一个事件发生的条件下，该事件发生的时刻在[0, t]上是均匀分布。

在推广这个结果之前，我们需要回顾次序统计量的概念。

设Y1, Y2, . . . , Yn是n个随机变量。若Y(k)是Y1, Y2, . . . , Yn中第 k个最小值，我们称Y(1), Y(2),. . . , Y(n)是

对应于Y1, Y2, . . . , Yn的次序统计量(order statistics)。
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如果Yi是概率密度为f的独立同分布连续随机变量，则次序统计量Y(1), Y(2),. . . , Y(n)的联合

密度为

f(y1, y2, . . . , yn) = n!
n∏

i=1

f(yi), y1 < y2 < · · · < yn.

如果Yi是(0, t)上的均匀分布，则次序统计量Y(1), Y(2),. . . , Y(n)的联合密度为

f(y1, y2, . . . , yn) =
n!

tn
, 0 < y1 < y2 < · · · < yn < t.

Theorem 2.11 给定N(t) = n条件下，n个事件的达到时间

S1, S2, . . . , Sn的联合条件分布与n个独立的(0, t)上的均匀分布随机变量的次序统计量的分

布相同。

Proof: 设0 < t1 < t2 < · · · < tn+1 = t，考虑充分小的hi，使得ti + hi < ti+1, i = 1, . . . , n。

P {ti ⩽ Si ⩽ ti + hi, i = 1, 2, · · · , n | N (t) = n}

=
P {在 [ti, ti + hi]中恰有一个事件,而在 [0, t]的其他地方没有事件}

P {N (t) = n}

=
P (N(h1) = 1, · · · , N(hn) = 1, N(t− (h1 + · · ·+ hn)) = 0)

P (N(t) = n)

=
P (N(h1) = 1) · · ·P (N(hn) = 1)P (N(t− (h1 + · · ·+ hn)) = 0)

P (N(t) = n)

=
λh1e

−λh1 · · ·λhne
−λhne−λ(t−h1−h2−···−hn)

e−λt (λt)n /n!

=
n!

tn
h1 · h2 · · · · · hn

因此
P {ti ⩽ Si ⩽ ti + hi, i = 1, 2, · · · , n | N (t) = n}

h1 · h2 · · · · · hn

=
n!

tn
,

令hi → 0，得到给定N(t) = n条件下，n个时间的达到时间S1, S2, . . . , Sn的联合条件密度为

f (t1, · · · , tn) =
n!

tn
, 0 < t1 < · · · < tn
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Example 2.12 假设乘客按速率为λ的Poisson过程到达一个火车站。如果火车在时刻t离

开，那么在(0, t)时间区间中的到达乘客等待时间和的期望 E
[N(t)∑

i=1

(t− Si)
]
是多少？

给定N(t) = n条件下，

E

N(t)∑
i=1

(t− Sι)|N(t) = n

 = E

[
n∑

i=1

(t− Si)|N(t) = n

]

= nt− E

[
n∑

i=1

Si|N(t) = n

]

设U1, . . . , Un为独立的(0, t)均匀随机变量，则

E

[
n∑

i=1

Si | N (t) = n

]
= E

[
n∑

i=1

U(i)

]
(由定理2.11)

= E

[
n∑

i=1

Ui

]
(因为

n∑
i=1

U(i) =
n∑

i=1

Ui)

=
nt

2
.

因此，

E

N(t)∑
i=1

(t− Si) | N(t) = n

 = nt− nt

2
=

nt

2
,

E

N(t)∑
i=1

(t− Si)

 =
t

2
E [N (t)] =

λt2

2
.

假设速率为λ的Poisson过程的每个事件具有两种类型：I型和II型，并且分类的概率依赖于

事件发生的时刻且与其他事件独立。设一个事件在时刻s发生，则它分为I类的概率为P (s)，

而分类为II型的概率为1− P (s)。

Proposition 2.13 如果Ni(t)表示时刻t前发生的i型事件数，i = 1, 2，那么N1(t)和N2(t)分

别是具有均值λtp和λt(1− p)的独立Poisson随机变量，其中

p =
1

t

∫ t

0

P (s)ds.
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Proof: 参见书上命题2.3.2

Example 2.14 (无穷多条服务线的Poisson队列) 假设顾客按速率为λ的Poisson过程到达

一个服务站，对到达的顾客立刻由无穷多条服务线中的一条提供服务，而服务时间假定为

独立的，且具有一个共同的分布G。对于进入系统的一个顾客，若到时刻 t 他的服务已完

毕，则称为I型的;而若在时刻t他的服务还未完毕，则称为II型的。计算在时刻t，I型顾客

数和II型顾客数的分布。

解. 若顾客是I型的，则他在时刻s(s ≤ t)到达，且其服务时间小于t − s，而由于服务时间

的分布是G，这个事件的概率是

G(t− s)。因此

P (s) = G(t− s), s ≤ t

于是从命题2.13，到时刻t已服务完毕的顾客数N1(t)的分布是以

E [N1 (t)] = λ

∫ t

0

G (t− s) ds = λ

∫ t

0

G (y) dy

为均值的Poisson分布，类似地，在时刻t仍在接受服务的顾客数N2(t)是以

E [N2 (t)] = λ

∫ t

0

(1−G(y)) (y) dy

为均值的Poisson分布，而且N1(t)与N2(t)是独立的。

2.4 M/G/1的忙期

排队是在日常生活中经常遇到的现象，如顾客到商店购买物品、病人到医院看病，常常要

排队。由于顾客到达和服务时间的随机性，可以说排队现象几乎是不可避免的。

Definition 2.15 (排队系统) 一个排队系统通常记为

X/Y/Z
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其中X表示到达间隔时间的分布，Y表示服务时间的分布，Z表示服务台的数量，这个记

号称为Kendall记号。

X/Y的常见类型有：

• M: Memoryless, 指数分布

• G: General, 一般的分布G

• D: Deterministic, 确定型

注. 排队论标准化符号

X/Y/Z/A/B/C

其中A表示系统容量的限制，B表示客源数量(一般是∞)，C表示服务方式(一般是先到先

服务)

我们本节关心的M/G/1排队系统，即顾客按照Poisson过程到达，有1个服务台，且它的服

务时间独立同分布G，也与到达过程独立。

Definition 2.16 (忙期) 忙期(busy period)指从顾客到达空闲服务机构起到服务机构再次

为空闲止这段时间长度，即服务机构连续繁忙的时间长度。

Proposition 2.17 M/G/1 排队系统的忙期分布为

P (忙期长度 ≤ t) ≜ B(t) =
∞∑
n=1

∫ t

0

e−λt (λt)
n−1

n!
dGn(t),

其中 Gn 是服务时间分布 G 与其自身的 n 次卷积。

Proof: 设忙期开始的时刻为0，记首个顾客到达后其余第k个顾客到达的时间为Sk，记服

务时间序列为Y1, Y2, . . .，则忙期长度为t且进行n次服务，当且仅当：

(1) Sk ≤ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, . . . , n− 1.
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(2) Y1 + · · ·+ Yn = t.

(3) 在(0, t)有n− 1个顾客到达.

写成概率形式即为：

P{忙期长度是 t, 而且进行n 次服务}

= P{Y1 + · · ·+ Yn = t,在(0, t)有 n− 1 次到达, Sk ≤ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, · · · , n− 1}

= P{Sk ≤ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, · · · , n− 1 |在(0, t)有 n− 1次到达, Y1 + · · ·+ Yn = t}

× P{在(0, t)有n− 1 次到达, Y1 + · · ·+ Yn = t}.

Step 1. 由于到达过程是与服务时间独立的，所以

P {在 (0, t)有n− 1 次到达, Y1 + · · ·+ Yn = t} = e−λt (λt)
n−1

(n− 1) !
dGn (t) ,

其中 Gn 是服务时间分布 G 与其自身的 n 次卷积。

Step 2. 由定理2.11，(0, t)的n− 1次到达时间与n− 1个独立的(0, t)均匀随机变量的次序统

计量有相同的分布，设τ1, . . . , τn−1

为n− 1个与服务时间{Y1, . . . , Yn}独立的(0, t)均匀随机变量按次序的值，则

P{Sk ≤ Y1 + · · ·+ Yk |在(0, t)有n− 1次到达, Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P {τk ≤ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, · · · , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

Lemma 2.18 (书上引理2.3.5)

设τ1, . . . , τn−1为n−1个独立的(0, t)均匀随机变量按次序的值，{Y1, . . . , Yn}是与τ1, . . . , τn−1独

立的i.i.d非负随机变量，那么

P{Y1 + · · ·+ Yk < τk, k = 1, . . . , n− 1|Y1 + · · ·+ Yn = t} =
1

n

引理证明参见教材；

由于如果U是(0, t)均匀随机变量，则t− U也是(0, t)均匀随机变量，所以
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P{τk ⩽ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, · · · , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P{t− τn−k ⩽ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, · · · , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P{t− τn−k ⩽ t− (Yk+1 + · · ·+ Yn), k = 1, · · · , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P{τn−k ⩾ Yk+1 + · · ·+ Yn, k = 1, · · · , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P{τn−k ⩾ Yn−k + · · ·+ Y1, k = 1, . . . , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P{τk ≥ Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, . . . , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

= P{τk > Y1 + · · ·+ Yk, k = 1, . . . , n− 1 | Y1 + · · ·+ Yn = t}

=
1

n
(引理2.18)

Step 3. 设

B (t, n) ≜ P{忙期长度是 t, 而且进行n 次服务},

则综合Step 1和Step2，

B(t, n) =

∫ t

0

e−λt (λt)
n−1

n!
dGn(t).

那么忙期长度的分布为

B (t) =
∞∑
n=1

B (t, n) =
∞∑
n=1

∫ t

0

e−λt (λt)
n−1

n!
dGn(t)


